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摘  要：故障容错是衡量多处理器互连网络可靠性的重要方式之一。其中 g-限制边连通度和 g-限制连通度保证了

剩下每个分支之间不连通且每个分支中节点的邻居数目不少于 g，能够更加精准地测量多处理器和多信道系统的

容错性和可靠性。平衡超立方体是超立方体的一个变形，它特有的良好拓扑性质能够更好地满足多处理器系统和

多种新型网络的需要。提出了 n 维平衡超立方体的{1,2}-限制边连通度和{1,2}-限制连通度，能够丰富以平衡超立

方体为拓扑结构的网络容错性和可靠性的评价体系，并为平衡超立方体的故障诊断算法打下良好基础。 
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Abstract: Fault tolerance is one of the important ways to measure the reliability of multiprocessor interconnection 

networks. g-restricted edge connectivity and g-restricted connectivity can ensure every remaining component is dis-

connected , the number of neighbors of vertex is no less than g, which can measure the fault tolerance and reliability 

of multiprocessor and multichannel system more accurately. Balanced hypercubes is a variant of the hypercube, 

which has some specific topological properties, it can better meet the needs of the multiprocessor system and many 

new networks. The {1,2}-restricted edge connectivity and the {1,2}-restricted connectivity of balanced hypercubes 

were proposed, which could enrich the evaluation system of network fault tolerance and reliability in balanced 

hypercubes topology and it laid a good foundation for the fault diagnosis algorithm of balances hypercube. 
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1  引言 

云计算数据中心网络[1]、复杂网络[2]和社交网

络[3]等都以互连网络为拓扑结构进行一系列相关

安全和优化问题研究。在并行计算系统中，处理

器都是基于特定的网络连接。通常用一个图来模

拟一个互连网络，图的顶点对应处理器，图的边

对应网络的通信连接。用 G 表示一个简单无向图，

( )V G 和 ( )E G 分别代表图 G 的点集和边集。用

( )V G 和 ( )E G 分别表示 G 中点和边的个数[4]。 

连通度和边连通度都是网络容错性的重要度

量参数，图 G 的连通度 ( )Gκ （ ( )Gλ ）指的是使

G F- 不连通的 G 的最小点集 F （边集 F ）的基

数[2]。 ( )Gκ 越大，G 的可靠性越高。 

连通度（边连通度）测量容错性有 3 个明显

的缺陷：① 2 个网络的连通度（或边连通度）即

使相同，它们的可靠性也不一定一样，因为它们

的最小点割（或最小边割）故障概率可能不同；

② 连通度（边连通度）不能准确地反映由于处理

机（或通信信道）损坏造成的系统损坏程度；③

在分析和应用这 2 个参数时，本文不言而喻地假

定了系统的任何部件都可能同时失灵[4]。为了弥

补以上缺陷，人们对传统的连通度（边连通度）

概念加以推广，以适应网络容错性分析的需要。

本文研究的限制边连通度和限制连通度就是连通

度和边连通度的推广。 
对于任意非负整数 g ，图G 的 g-限制边连通

度是指使G S- 不连通的每个分支中每个点的度

数至少为 g 最小边集 S 的基，如果任何点

( )v V G∈ 的邻边集都不是 S 的子集，且 G S-
不连通，则 S 是限制边割集，如果 G 中存在

限制边割，则限制边连通度为 ( ) ( ) min{ :g G Sλ =  

}S是一个限边割集 。类似地，图G 的 g-限制连

通度使G F- 不连通的每个分支的点的度数至少

为 g 的最小顶点子集 F 的基数[5]。如果任何点

( )v V G∈ 的邻点集都不是 F 的子集且G F- 不连

通，子集 F 称为限制割。若G 中存在限制割，则

定义限制连通度 ( )gκ (G)=min{F:F 是G 的一个限

制割}[6]。近年来，限制边连通度和限制连通度一

直在各种互连网络环境中被广泛研究。Lin 等[7～9]

分别研究了分裂星图的限制连通度和(n, k)排列图

的条件连通度以及分层立方网络的可靠性，Zhou
等[10,11]分别提出了对偶立方体和排列图的限制连

通度和条件容错性，Zhu 等[12]研究了超立方体和折

叠超立方体的限制边连通度和限制连通度，Pan等[13]

研究了笛卡尔乘积图的限制连通度，Wang 等[14]

研究了完全对换网络的限制连通度，马强等[15]研

究了交换交叉立方网络的可靠性，Xu 等[16,17]研究

了 De Brujin 网络和点可迁图的限制边连通度。 
超立方体被称为并行计算系统中最流行的互

连网络拓扑结构之一,Bhuyan[18]提出了各种性能

优良的超立方体网络的变形，经过多年的发展，

新型互连网络已经提出一系列的拓扑结构，包括

折叠立方网络、交叉立方网络、交换立方网络、

分层立方网络和平衡超立方网络等。由 Wu 和

Huang[19]提出的平衡超立方体增强了超立方体的

一些性质。平衡超立方体中每个点都有一个与自

己邻点相同的匹配节点，故在平衡超立方网络中

一个故障节点的运行任务可以转化给它的匹配节

点完成[20]。迄今为止，平衡超立方体的容错性与

可靠性研究尚未求出。 

因此，本文研究的是 n维平衡超立方体 nBH
的限制边连通度和限制连通度，能够更加精确地

分析以平衡超立方体为模型的互连网络的容错性

与可靠性。对于维护复杂网络和数据中心网络环

境的安全可靠性能有着重要的意义。 

2  平衡超立方体的定义与性质 

平衡超立方体的定义由 Wu 和 Huang[19]用 2
种方式提出。 

定义 1  一个 n维平衡超立方体包含 22 n 个点

0 1 1( , , , , , )i i na a a a- -⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ，其中 {0,1,2,3}ia ∈ (0 i≤  

1)n -≤ 。对于 nBH 中任意一个点 0( , ,v a= ⋅ ⋅ ⋅ 1,ia -  

1, , )i na a -⋅ ⋅ ⋅ ，有如下 2n 个邻点。 

0 1 1 1(( 1)mod 4, , , , , , )i i i na a a a a- + -+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ， 

0 1 1 1(( 1)mod 4, , , , , , )i i i na a a a a- + -- ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ， 
0

0 1 1(( 1)mod4, , ,( ( 1) )mod4, , ,a
i i ia a a a- ++ ⋅⋅ ⋅ + - ⋅⋅ ⋅

1),na -  
0

0 1 1(( 1)mod4, , ,( ( 1) )mod4, , ,a
i i ia a a a- +- ⋅ ⋅ ⋅ + - ⋅ ⋅ ⋅

1)na - 。 

图 1 是一维平衡超立方体和二维平衡超立方

体的结构图。 
定义 2  nBH 可以递推构造如下。 

1) nBH 是一个长度为 4 的圈，它的每个顶点

分别用 0，1，2，3 标记。 
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图 1  一维和二维平衡超立方体结构 

2) 1kBH + 由 4 个 sk
BH 构成，这 4 个 sk

BH 分别

标记为 (0)
kBH 、 (1)

kBH 、 (2)
kBH 、 (3)

kBH ，记 nBH =  
(0 ) (1) ( 2 ) (3)

1 1 1 1n n n nBH BH BH BH- - - -⊗ ⊗ ⊗ ，其中 ( )i
kBH  

(0 3)i≤ ≤ 中每个点的第 k 个坐标都由 i 表示。
( )i
kBH 中的每个顶点 0 1 1( , , , , )kv a a a i-= ⋅ ⋅ ⋅ 都有 2 个

外邻点。 
① 如果 0a 为偶数，则2个外邻点是在 ( 1)i

kBH +

的 0 1 1(( 1)mod 4, , , , ( 1)mod 4)ka a a i-+ ⋅ ⋅ ⋅ + 和 0((a -  

1 11) mod 4, , , , ( 1) mod 4)ka a i-⋅ ⋅ ⋅ + 。 
② 如果 0a 为奇数，则2个外邻点是在 ( 1)i

kBH +

的 0 1 1(( 1)mod 4, , , , ( 1)mod 4)ka a a i-+ ⋅ ⋅ ⋅ - 和 0((a -  

1 11) mod 4, , , , ( 1)mod 4)ka a i-⋅ ⋅ ⋅ - 。 
为了提出 nBH 的限制边连通度和限制连通

度，需要用到以下引理。 

引理 1[19]  在 n维平衡超立方体 nBH 中任意

2 个顶点之间存在 2n 个点不交的路径,所以，当

2n≥ 时， ( ) ( ) 2n nBH BH nκ λ= = 。 

引理 2[21]  当 2n≥ ， nBH 是点可迁的也是

边可迁的。 

引理 3[21]  nBH 是一个负载平衡图，它的节

点可以分割成匹配集，每组匹配都有相同的邻点

集。 

3  平衡超立方体的限制边连通度 

限制边连通度是指图 G 删去边子集 S，使每

个分支不连通且没有孤立点的最小边数的基数。

本节介绍 nBH 的 1-限制边连通度和 2-限制边连

通度。 
定理 1  n 维平衡超立方体 nBH 的 1-限制边

连通度为 (1) ( ) 4 2nBH nλ = - ( 2n≥ )。 
证明  如图 2 所示，在 nBH 中任取一边

( , )e u v= 。令 S 为 e 的邻边集，设 1(0, , ,u a= ⋅ ⋅ ⋅  

(0)
1 1, ,0)i na BH- -⋅ ⋅ ⋅ ∈ ， (1,v = (0)

1 1 1, , , ,0)i na a BH- -⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ∈ ，

则 e 的邻点为 1 1 1(3, , , , , , ,0),i i ia a a a- +⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 1(2, , ,a ⋅ ⋅ ⋅  

1 1, , , ,0),i i ia a a- + ⋅⋅ ⋅ 1 1, 1(0, , , ( 1)mod4, , ,0),i i ia a a a- +⋅⋅⋅ - ⋅⋅⋅  

1 1 1(2, , , , ( 1) mod 4, , ,0),i i ia a a a- +⋅ ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ ⋅ 1 1(1, , , ,ia a -⋅ ⋅ ⋅

1( 1)mod 4, , ,0),i ia a ++ ⋅ ⋅ ⋅ 1 1(3, , , , ( 1)mod 4,i ia a a-⋅ ⋅ ⋅ +

1,ia + ,1)⋅ ⋅ ⋅ ，外邻点分别是 1 1(3, , , ,1),ka a -⋅⋅⋅ 1(1, , ,a ⋅ ⋅ ⋅  

1,1),ka - 1 1(2, , , ,3),ka a -⋅ ⋅ ⋅ 1 1(0, , , ,3)ka a -⋅ ⋅ ⋅ ，所以得到

4 2S n= - ， nBH S- 不连通且没有孤立点，否

则，若 nBH S- 有孤立点设为 1 1(1, , , ,3)kw a a -= ⋅ ⋅ ⋅ ，

因为w是孤立的，则w 在 nBH S- 中没有邻边，

也就是说 w的所有邻边都在 S 中，但由定义 2 可

知 w的 2 个外邻点分别为 1 1 1(0, , , , 2)kw a a -= ⋅ ⋅ ⋅ 和

2 1 1(2, , , , 2)kw a a -= ⋅ ⋅ ⋅ ，显然得到， 1 1( , )e w w S∉
且 2 2( , )e w w S∉ ，矛盾。所以， (1) ( )nBH Sλ ≤ =  

4 2n - 。 

 
图 2  1e ， 2e 都不在 S 中 

引理 4[22]  任取一个的故障边集F∈ ( )nE BH ，

当 4 3F n -≤ 时，则： 
1) nBH F- 连通； 
2) nBH F- 包含两部分，其中一部分是一个

孤立点，此时 nBH F- 是连通的。 
由引理 4 可得， (1) ( ) 4 2nBH nλ -≥ ，所以得

到 (1) ( ) 4 2nBH n= -λ ( 2n≥ )。 
定理 2  n 维平衡超立方体 nBH 的 2-限制边

连通度的上界为 (2) ( ) 8 8nBH nλ -≤ ( 2n≥ )。 

证明  如图 3 所示，任取一个长为 4 的圈 C，
1 2 3 4 1C u u u u u= → → → → ，设 S 为圈 C 的邻边

集，由引理 1 得 4(2 2) 8 8S n n= - = - 。与定理 1
类似可得， nBH S- 不连通且没有孤立点，所以

(2) ( ) 8 8nBH S nλ = -≤ 。 
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4  平衡超立方体的限制连通度 

限制连通度是指删去图G的子集F使每个分

支不连通且没有孤立点的最小点集 F 的基数。本

节介绍了 nBH 的 1-限制连通度与 2-限制连通度，

并可证明大小相等均为 4 4n - 。 

 
图 3  圈 C 的邻边集 

定理 3  n 维平衡超立方体 nBH 的 1-限制连

通度为 (1) ( ) 4 4nBH nκ = - ( 2n≥ )。 

证明   在 nBH 中任取一边 uv 。令 S =  
( )

nBHN uv ，设 1 1(0, , , , ,0)iu a a -= ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ∈ (0)
1,nBH - (1,v =  

1, ,a ⋅ ⋅ ⋅ (0)
1 1, ,0) ,i na BH- -⋅ ⋅ ⋅ ∈ ，由定义 1 得边uv 的内

邻点为 1 1 1(3, , , , , , , 0),i i ia a a a- +⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 1 1(2, , , ,ia a -⋅ ⋅ ⋅  

1, , ,0),i ia a + ⋅ ⋅ ⋅ 1 1 1(0, , , , ( 1)mod 4, , ,0)i i ia a a a- +⋅ ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ ⋅ ， 

1 1 1(2, , , , ( 1) mod 4, , ,0),i i ia a a a- +⋅ ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ ⋅ 1 1(1, , , ,ia a -⋅ ⋅ ⋅

1( 1)mod 4, , ,0),i ia a ++ ⋅ ⋅ ⋅ 1 1(3, , , , ( 1) mod 4,i ia a a-⋅ ⋅ ⋅ +

1, ,ia + ⋅ ⋅ ⋅ 0) ，由定义 2，得到边uv 的外邻点分别为

1 1 1 1 1 1(1, , , ,1), (3, , , ,1), (2, , , ,3),k k ka a a a a a- - -⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

1 1(0, , , ,3)ka a -⋅ ⋅ ⋅ ，所以 4 2S n= - 。假设 nBH S-
有孤立点w ，令 1 1(1, , , ,3)kw a a -= ⋅ ⋅ ⋅ ，因为w 是孤

立的，则w在 nBH S- 中没有邻点，也就是说w的

所有邻点都在 S 中，但由定义 2 得到w的 2 个外邻

点 分 别 为 1 1 1(0, , , , 2)kw a a -= ⋅ ⋅ ⋅ 和 2 1(2, , ,w a= ⋅ ⋅ ⋅  

1,2)ka - ，显然， 1w S∉ 且 2w S∉ ，推出矛盾。所

以， nBH S- 是不连通的且没有孤立点。故
(1) ( )nBH Sκ ≤ = 4 2n - ，但是， (1) ( )nBHκ ≤  

4 2n - 并不是紧致的，比如说，再取 uv 为
(0)

1 1 1(2, , , , ,0) ,i nu a a BH- -= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ∈ 1 1(3, , , , ,iv a a -= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
(1)

11) nBH -∈ ， 或 者 分 别 取 1 1(1, , , , ,iu a a -= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
(3)

13) ,nBH -∈ (2)
1 1 1(0, , , , , 2)i nv a a BH- -= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ∈ 时 ，

4 4nS = - ，当 2n≥ 时， (4 4) (4 2)n n- < - ，由

限制连通度的定义可知， (1) ( )nBH Sκ =≤  

4 4n - ，所以，1-限制连通度的上界并不能由任

一条边的邻点确定，所以取一条长为 4 的圈，证

明 (1) ( )nBHκ 的下界是 4 4n - ，其证明过程与定理

4 证明过程相同。 
引理 5[21]  任取一个故障边集 F∈ ( )nE BH ，

当 4 5F n -≤ 时，则： 
1) nBH F- 连通； 
2) nBH F- 包含两部分，其中一部分是一个

孤立点； 
3) nBH F- 包含两部分，这两部分均是孤

立点。  
定理 4  n 维平衡超立方体 nBH 的 2-限制连

通度 (2) ( ) 4 4nBH nκ = - ( 2n≥ )。 
证明   首先证明 (2) ( ) 4 4nBH nκ -≤ ，令

1 2 3 4( , , , )S v v v v= ( )
1

i
nBH -∈ ，不失一般性，取 S∈  

(0)
1nBH - ，令 1 (0,0, ,0),

1
v

n
= ⋅ ⋅ ⋅

-
   ︸   2 (1,0, ,0)

1
v

n
= ⋅⋅ ⋅

-
   ︸   , 3v =  

(2,0, ,0),
1n
⋅ ⋅ ⋅
-

   ︸   4 (3,0, ,0)
1

v
n

= ⋅⋅ ⋅
-

   ︸   。显然由 S 构成的子图

nBH 上一个长为 4 的圈 C，则 1 2C v v= → →  

3 4 1v v v→ → 。如图 4 所示， 1 3( ) ( ),N v N v= 2( )N v =  

4( )N v ， 1( )N v 2( )N v∩ = ∅ 和 3( )N v ∩ 4( )N v =  
∅ 。令 ( ),BHnF N S= [ ]BHnN S =  F S∪ ，则

4 4,F n= - nBH F- 不连通且没有孤立点。 

 
图 4  圈 C 的邻点集 

要证 F 是 nBH 的 2-限制点割集，只需要证明

[ ]n BHnH BH N S-= 中任一点的度数至少为 2。如

图 5 所示，任取 x H∈ ，由定义 2 可得 x的外邻

点只有 2 个，所以 x至多有 2 个邻点在 F 中。因
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此当 2n≥ 时， ( ) 2 2 2HN x n -≥ ≥ ，所以 F 是

nBH 的 2-限制点割集，得 (2) 4( ) 4nBH nκ -≤ 。 

 
图 5  F 是 nBH 的 2-限制点割 

现在证明当 2n≥ 时， (2) ( ) 4 4nBH nκ -≥ 。

可用反证法证明。由引理 5，假设 4 5F n -≤ ，

由于 1( )nBHκ - = 2 2n - ，设 ( )
1{ | i

n iI i BH F-= - 不连

通}，则对于任意的 i I∈ ， 2 2iF n-≥ ，又因为

0F F= + 1F + 2 3 4 5F F n+ -≤ ，有 1I ≤ 。分 2

种情况讨论。 
1) 当 0I = 时， ( )

1
i

n iBH F- - ， {0,1,2,3}i∈ 都

是连通的，所以 nBH F- 是连通的。 
2) 当 1I = 时， ( )

1
i

n iBH F- - ， {0,1,2,3}i∈ 只有

一个不连通，设为 (0)
1 0nBH F- - ，其余 3 个子图均连通，

(0)
1 0nBH F- - 包括两部分，分以下几种情况讨论。 
① (0)

1 0nBH F- - 其中一部分是一个孤立点，设为

0u ，如图 6 所示，由于 0 1( ) 2 2nF BH nκ - = -≥ ，

则 (0)
1 0 0( { })nBH F u- - ∪ 是连通的。由定义 2 可得，

(0)
1 0 0( { })nBH F u- - ∪ 可 以 连 接 到 (1)

1 1nBH F- - 或
(3)

1 3nBH F- - ，否则，对于任意 (1)
1 1 1nu BH F-∈ - 或

(3)
3 1 3nu BH F-∈ - ，有

1 3{ , } 0 0{ }e u uN F u∈ ∪ ，由定义 2

得，每个点的 2 个外邻点是有相同的邻居节点的

一个匹配，得到 (0)
1 0 0( { })nBH F u- - ∪ 不连通，产生

矛盾。因此可以得到 0( { })nBH F u- ∪ 是连通的，

这与 F 是 2-限制点割矛盾。 
② (0)

1 0nBH F- - 中有 2 个孤立点 0u 和 0v ，如图 7
所示，与①同理可得 (0)

1 0 0 0( { } { })nBH F u v- - ∪ ∪ 连

通，且连接到 (1)
1 1nBH F- - 和 (3)

1 3nBH F- - ，可得

0 0( { } { })nBH F u v- ∪ ∪ 是连通的，与 F 是 2-限制

点割矛盾。 

 
图 6  0( { })nBH F u- ∪ 是连通的 

 
图 7  (0)

1 0 0 0( { } { })nBH F u v- - ∪ ∪ 是连通的 

③ (0)
1 0nBH F- - 中有是 3 个孤立点 0u 、 0v 、 0w ，

如图 8 所示，①同理可得 (0)
1 0 0( { }nBH F u- - ∪ ∪  

0 0{ } { })v w∪ 连 通 ， 且 连 接 到 (1)
1 1nBH F- - 和

(3)
1 3nBH F- - ，所以 0 0 0 0( { } { } { })nBH F u v w- ∪ ∪ ∪ 是

连通的，与 F 是 2-限制点割矛盾。 
④ (0)

1 0nBH F- - 包含是一个孤立点 0u 和一条孤立

边 ( , )e u v= ，如图 9 所示，与①同理可得，
(0)

1 0 0( { } { })nBH F u e- - ∪ ∪ 是连通的，且连接到
(1)

1 1nBH F- - 和 (3)
1 3nBH F- - ，则同样可以得到 nBH -  

0 0( { } { })F u e∪ ∪ 连通，与F 是 2-限制点割矛盾。 
⑤ (0)

1 0nBH F- - 其中一部分是一条长为 2 的路，

设为 (0)
0 0 0 1 0( , , ) nP P u v w BH F-= ∈ - ，根据 nBH 图形

结构，分为 P 中含匹配点和不含匹配点 2 种情况。 
a. 当 P 不含匹配点时，如图 10 所示，

6 4pN n= - ，当 2n≥ , pN F> ， ( )nBH P F- ∪ 是

连通的。 
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图 8  (0)

1 0 0 0 0( { } { } { })nBH F u v w- - ∪ ∪ ∪ 是连通的 

 
图 9  0 0( { } { })nBH F u uv- ∪ ∪ 是连通的 

 
图 10  6 4PN n= -  

b. 当 P 包含匹配点时，如图 11所示， 0u 和 0w
是一对匹配，此时 4 3pN n F= - > ， ( )nBH P F- ∪

连通。因此可以得出 ( )nBH P F- ∪ 是连通的。与

F 是 2-限制点割矛盾。 

 
图 11 4 3PN n= -  

综上所述，当 2n≥ 时， (2) ( ) 4 4nBH nκ -≥

成立。 

5  结束语 

本文研究了平衡超立方体的限制边连通度和

限制连通度，提出并证明了 (1) ( ) 4 2nBH nλ = - 和
(2) ( ) 8 8nBH nλ -≤ ，以及 (1) ( )nBHκ = (2) ( )nBHκ = 

4 4n - ( 2n≥ )。本文提出的限制边连通度和限制

连通度丰富了云计算数据中心网络、复杂网络和

无线认知网络中以平衡超立方体为拓扑结构的网

络容错性和可靠性的评价体系，同时可被进一步

用来提出平衡超立方体的故障诊断算法，以便更

好地应用于维护复杂网络的安全可靠性能。 
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